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Abstrak

The study of graphs is one of the studies that is of great interest to researchers
to study, one of which is the study of graphs in the field. Moreover, each type of
graph has a certain pattern related to the shape of the graph, the number of
vertices, the number of edges and the number of degrees of all the vertices in the
graph. From these problems, the authors conducted this research. This study uses
a literature study research method, namely collecting data and information from
books, scientific journals, theses and theses. After looking for some examples of
graphs that divide zero in amodulo n integer ring, the theorem of the graph form,
the number of vertices, the number of edges and the number of degrees of all the
vertices of the graph is obtained through proof.

Kata Kunci: graf, gelanggang, graf pembagi nol, jumlah simpul graf, jumlah
sisi graf, derajat simpul.

1. PENDAHULUAN
A. Latar Belakang

Matematika merupakan disipilin ilmu yang menjadi pondasi berbagai disiplin
ilmu yang lain. Sejalan dengan perkembangan teknologi yang bersifat dinamis, para
ilmuan matematika juga terus melakukan penelitian dalam disipilin ilmu matematika dan
mengembangkannya. Salah satu cabang matematika yang dapat diteliti lebih lanjut adalah
teori graf. Di beberapa permasalahan, graf digunakan sebagai alat pemodelan untuk
menjelaskan dan menyelesaikan permasalahan dengan baik. Sebab itu, penelitian tentang
graf masih menjadi materi yang dikaji oleh banyak ilmuan matematika hingga saat ini.

Graf merupakan pasangan himpunan simpul-simpul (vertices atau node) dan
himpunan sisi (edges atau arcs) yang menghubungkan sepasang simpul. Sementara itu,
gelanggang adalah himpunan tak kosong terhadap operasi penjumlahan dan perkalian
yang memenuhi sifat grup komutatif terhadap penjumlahan, asosiatif terhadap perkalian,
dan bersifat distributif terhadap penjumlahan dan perkalian. Jika R gelanggang komutatif
maka a # 0, a € R dikatakan pembagi nol jika terdapat b € R, b =0 sedemikian sehingga
ab = 0. Graf pembagi nol dari gelanggang komutatif pertama kali digagas oleh Beck
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(1988) dalam jurnal yang berjudul “Coloring of Commutative Ring”. Dalam jurnalnya
Beck menotasikan graf pembagi nol dari gelanggang komutaif dengan I'(R), yaitu suatu
graf dengan simpul-simpulnya adalah semua elemen dari R dan dua simpul terhubung
jika perkalian simpul keduanya adalah nol.

Dalam jurnalnya Anderson dan M.Naseer (1993) mendefinisikan graf pembagi
nol sebagai simpul dari graf pembagi nol-nya adalah semua elemen dari ring R dan dua
simpul yang berbeda, misal x dan y terhubung oleh suatu sisi atau bertetangga jika dan
hanya jika x.y = 0 untuk x,y # 0, dalam hal ini x.y merupakan unsur pembagi nol.
Selanjutnya, graf pembagi nol dari gelanggang komutatif telah dibahas oleh Anderson &
Livingston (1999) yang kemudian dilanjutkan peneltian sifat-sifat graf pembagi nol dari
gelanggang komutatif oleh Setyowati, Wicaksono dan Sholeha (2013) dalam jurnal
berjudul “Kajian Sifat-Sifat Graf Pembagi-nol dari Ring Komutatif dengan Elemen
Satuan”.

Selanjutnya, Chattopadhyay & Patra (2019) juga telah mengkaji struktur graf
pembagi nol dari gelanggang Zn secara general. Dari hasil penelitian-penelitian terseburt,
penulis ingin mengkaji lebih lanjut mengenai graf pembagi nol dari gelanggang Zn, untuk
n didefinisikan secara khusus sebagai dekomposisi perkalian dari bilangan prima.
Selanjutnya, masalah yang muncul dalam pembahasan mengenai bentuk graf pembagi
nol adalah menentukan pola umum dari bentuk graf tersebut, sekaligus menentukan pola
umum jumlah simpul, jumlah sisi, dan jumlah derajat semua simpul dari graf yang
terbentuk tersebut.

Oleh karena itu, penulis akan melanjutkan dari penelitian tentang graf pembagi
nol dari penelitian-penelitian sebelumnya dengan mengkaji tentang pola umum dari
bentuk graf, jumlah simpul, jumlah sisi, dan jumlah derajat semua simpul dari graf graf
pembagi nol gelanggang bilangan bulat modulo n (Zn) untuk n merupakan dekomposisi
perkalian dari bilangan prima atau Zpq untuk p, g bilangan prima.

B. Tinjauan Pustaka
1) Gelanggang

Definisi 1.1 (Misri, 2010)

Sebuah himpunan tak kosong R terhadap operasi penjumlahan (+) dan perkalian (x)
dikatakan gelanggang jika memenubhi:

1. (R,+) membentuk grup komutatif (abelian) yaitu memenuhi:

a. Sifat asosiatif yaitu jika memenuhi a+(b+c) = (a+b)+c untuk setiap a, b dan
¢ unsur-unsur di R.

b. Terdapat unsur O di R sehingga O+a = a+0 untuk setiap a unsur di R.

c. Terdapat balikan dari a yaitu —a sehingga a+(-a)=(-a)+a=0 untuk setiap a
unsur di R.

d. Sifat komutatif, yaitu jika memenuhi a+b = b+a untuk setiap a dan b unsur-
unsur di R.

2. (R, x) memenuhi sifat asosiatif, yaitu a(bc) = (ab)c untuk setiap a, b dan ¢ unsur-
unsur di R.
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3. (R,+, x) memenuhi sifat distributif, yaitu (a+b)c = ac+bc dan a(b+c) = ab+ac
untuk setiap a, b dan ¢ unsur-unsur di R.

Jika gelanggang R memuat unsur kesatuan 1 # 0 € R dan bersifat al = la = a
untuk setiap a €R , maka R disebut gelanggang dengan unsur satuan. Jika untuk setiap a
dan b unsur-unsur di R berlaku ab = ba maka gelanggang R disebut gelanggang komutatif.

Definisi 1.2 (Pangabean, 2015)

Jika R gelanggang komutatif maka a =0, a € R dikatakan pembagi nol jika terdapat b <
R, b =0 sedemikian sehingga ab = 0.

Sebagai contoh, gelanggang bilangan bulat tidak mempunyai pembagi nol. Tetapi
2 dan 3 adalah pembagi nol pada Zs. Pembagi lainnya adalah 4. Dengan demikian, Zs
adalah gelanggang komutatif dengan pembagi nol.

Definisi 1.3 (Pangabean, 2015)

Suatu gelanggang komutatif dengan elemen satuan e dengan e = 0 dan tidak mempunyai
pembagi nol disebut daerah integral (integral domain).

Sebagai contoh, gelanggang bilangan bulat, gelanggang bilangan Rasional dan
gelanggang bilangan real dengan penjumlahan dan perkalian bilangan bulat adalah
sebuah integral domain atau daerah integral.

2) Graf

Definisi 1.4 (Munir, 2016)

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E), ditulis dengan notasi G = (V,E),
yang dalam hal ini V adalah himpunan tidak kosong dari simpul-simpul (vertices atau
node) dan E adalah himpunan sisi (edges atau arcs) yang menghubungkan sepasang
simpul.

Dari definisi tersebut, diketahui bahwa V tidak boleh kosong, sedangkan E boleh
kosong, sehingga sebuah graf dimungkinkan tidak memiliki sisi, tetapi harus memiliki
minimal satu simpul. Graf yang hanya memiliki satu simpul dan tidak memiliki sisi
disebut graf trivial.

Simpul pada graf dinyatakan dengan huruf kecil atau angka, sedangkan sisi yang
menguhungkan simpul u dan v dalam graf dinyatakan (u, v) atau dengan lambang el, e2,
... dengan kata lain, e adalah sisi yang menghubungkan simpul u dan v dan dinyatakan e
= (u, v).
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4
Gambar 1
Graf Sederhana

Gambar 1 adalah graf dengan simpul V dan sisi E, dengan V dan E secara
berurutan sebagai berikut.

V={1,2,34}
E={(12),(13), (23), (24), 3.4)}

Jumlah simpul pada graf disebut kardinalitas graf dan dinyatakan dengan |V|, dan
jumlah sisi dinyatakan dengan |E|. Pada Gambar 1Gambar , |V| = 4 dan |E| = 5.

Definisi 1.5 (Munir, 2016)
Graf sederhana merupakan graf yang tidak memiliki sisi gelang atau sisi ganda.

Contoh graf sederhana adalah pada Gambar 1.

Definisi 1.6 (Munir, 2016)

Derajat suatu simpul pada graf tak berarah adalah jumlah sisi yang beririsan
dengan simpul tersebut

Notasi: d(v) menyatakan derajat simpul v. Pada Gambar :
d)=2
d(2)=3
d@3)=3
d4)=2

Lemma 1.1 (Jabat Tangan) (Munir, 2016)

Jumlah derajat semua simpul pada suatu graf adalah genap, yaitu dua kali jumlah sisi pada
graf tersebut. jika G = (V, E), maka:

z d(v)

Berdasarkan Lemma jabat tangan, jumlah semua simpul pada Gambar adalah:
d(1)+d((2)+d(3)+d(4)=2+3+3+2=10=2 x jumlah sisi=2 x 5
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3) Graf Bipartit
Definisi 1.7 (Munir, 2016)

Graf bipartit adalah graf G yang himpunan simpulnya terbagi menjadi 2 himpunan, yaitu
himpunan V; dan V, yang setiap simpul di V; menghubungkan ke simpul V, dan
membentuki sisi. Graf bipartit dinotasikan G (Vy,V,). Setiap pasang simpul di
Vi (demikian pula dengan V,) tidak bertetangga. Jika setiap simpul di V;bertetangga
dengan semua simpul di V, maka G (V; V) dinamakan dengan graf bipartit lengkap
(complete bipartite graph). Graf bipartit lengkap disimbolkan dengan K, ,. Jumlah sisi
dalam graf bipartit lengkap adalah mn.

MDEAN

K, K K,

Gambar 2
Graf Bipartit Lengkap

4) Graf Lengkap
Definisi 1.8 (Munir, 2016)

Graf lengkap adalah graf sederhana yang masing-masing simpulnya memiliki sisi ke
semua simpul yang lain. Graf lengkap dengan n buah simpul disimbolkan dengan Kh.
Jumlah sisi pada graf lengkap yang terdiri dari n buah simpul dirumuskan dengan n(n-
1)/2. Setiap simpul pada Kn berderajat n-1.

5) Graf Pembagi Nol
Definisi 1.9 (Soleha, Setyowati, & Wicaksono, 2015)

Diberikan R merupakan gelanggang komutatif dengan elemen satuan dan pembagi nol
nya adalah Z(R). sebuah graf pembagi nol, T'(R) adalah graf sederhana dengan simpul-
simpulnya adalah anggota pembagi nol dari suatu gelanggang komutatif tersebut. Kedua
simpul misalkan x dan y dikatakan terhubung jika dan hanya jika x-y = 0.

Sebagai contoh, gelanggang Zs yang beranggotakan {0, 1, 2} tidak memiliki
pembagi nol, sehingga gelanggang Zs tidak memiliki bentuk graf pembagi nol atau
grafnya adalah graf ksosong. Sementara itu, untuk gelanggang Zs memiliki anggota
pembagi nol yaitu 2, 3 dan 4 dengan relasi pasangan sebagai berikut.

2:3=0

3:4=0

Dari anggota pembagi nol tersebut, diperoleh bentuk graf pembagi nol gelanggang
Zes sebagai berikut.
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Gambar 3

Graf Pembagi Nol Gelanggang Zs

Dari Gambar 3 terlihat bahwa graf pembagi nol gelanggang Zs berbentuk bipartit
lengkap Ki2.

Teorema 1.1 (Soleha, Setyowati, & Wicaksono, 2015)
I'(Z») adalah graf lengkap jika dan hanya jika n = p? untuk p adalah bilangan prima.
Bukti:

Karena elemen Z,,. merupakan himpunan bilangan bulat modulo p? dan p adalah prima,
maka p? = 0 dan tidak ada factor lain dari p? selain p. Diperoleh:

mn -np =0
untuk m,n bilangan bulat. Artinya, jika kita kalikan 2 elemen kelipatan p di Z,z, hasilnya
adalah 0, sehingga Z(Z,z2) = {p, 2p, 3p, ..., np}. Karena untuk setiap simpul di Z(Z,z2)
merupakan annihilator (penghilang), maka setiap simpul di I'(Z,2) terhubung dengan
setiap simpul lainnya. Oleh sebab itu, I'(Z,2) adalah graf pembagi nol lengkap dengan
IV(Z,2)| = p-1.

C. Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode studi pustaka, yaitu kegiatan ilmiah dengan
melakukan pengamatan fenomena, kajian pustaka, pengumpulan, pengolahan dan analisis
data dari pustaka untuk mendapatkan kesimpulan terhadap fenomena yang sedang diteliti
(Subasman, 2020).

Dalam hal ini, penulis mengumpulkan data dan informasi yang dibutuhkan dari
berbagai sumber seperti buku, jurnal, artikel, dan lain-lain. Penelitian ini dilakukan
dengan mengkaji sumber referensi yang berkaitan dengan gelanggang komutatif dan teori
graf, serta jurnal atau artikel yang mengakaji topik graf pembagi nol dari gelanggang
komutatif.

Selanjutnya, penulis merumuskan langkah-langkah penelitian yang dilakukan
dalam mengkaji penelitian ini adalah:

1. Menunjukkan himpunan Z» dengan operasi penjumlahan (+) dan perkalian (x)
merupakan suatu gelanggang.

2. Menunjukkan unsur pembagi nol dari gelanggang Zpq untuk p,q bilangan
prima berdasarkan definisi unsur pembagi nol dari suatu gelanggang.

3. Menggambar beberapa contoh graf pembagi nol dari gelanggang Zpq
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4. Menentukan bentuk graf, jumlah simpul, jumlah sisi, dan jumlah derajat
semua simpul dari graf pembagi nol gelanggang Zpg.

5. Melalui beberapa contoh tersebut, kemudian dicari pola tertentu dan
menggeneralisasikannya menjadi sebuah teorema melalui pembuktian dengan
pendekatan induktif.

Pendekatan induktif yang dimaksud adalah proses mengorganisasikan fakta-fakta
atau hasil-hasil pengamatan yang semula terpisah-pisah menjadi suatu rangkaian
hubungan atau suatu generalisasi (Azwar, 2017).

2. PEMBAHASAN
A. Gelanggang Zn dengan Operasi Penjumlahan dan Perkalian

Diketahui himpunan Z,={0, 1, 2, 3, ..., n — 1} untuk n bilangan asli. Selanjutnya
operasi penjumlahan (+) dan perkalian (x) pada Z didefinisikan sebagai (a+b) dan (a.b)
untuk setiap a,b € Zn. berdasarkan definisi 2.1.3, akan ditunjukkan bahwa himpunan Zx

untuk n bilangan asli terhadap operasi + dan x adalah gelanggang dengan memenuhi
aksioma-aksioma berikut:

1. (Zn, +) membentuk grup komutatif (abelian)

Akan ditunjukkan bahwa operasi + di Z» adalah tertutup. Ambil sembarang a, b
€ Zn maka atb = (at+b) € Zn karena (a+tb) € Z, maka Z, tertutup pada operasi +.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa operasi + bersifat assosiatif. Ambil sembarang a, b,
C € Zn, maka:

(@+b)y+c =(@+b+c)
=(a+(b+0)
=a+(b+c)

Karena (a + b) + ¢ = a + (b + c) untuk setiap a, b, ¢ di Z,, maka Z, assosiatif
terhadap operasi penjumlahan.

Selanjutnya akan ditunjukkan terdapat unsur identitas terhadap operasi
penjumlahan pada Z,. Ambil sembarang a € Z, dan Pilih 0 € Zn, maka:

ate=e+a=a (identitas penjumlahan)
a+0=0+a=a
O=e

Karena 0 = e maka Z» memiliki unsur identitas terhadap operasi penjumlahan
yaitu 0, untuk setiap a € Zn.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa setiap unsur memiliki invers terhadap
operasi penjumlahan di Z». Ambil sembarang a € Zn, maka:

at+(-a)=e (invers penjumlahan)
a-a=e
0O=e

Karena a + (-a) = 0 maka setiap unsur di Z» memiliki invers, yaitu untuk setaip a
€ Zn memiliki invers —a.
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Selanjutnya akan ditunjukkan Zn bersifat komutatif terhadap operasi penjumlahan.
Ambil sembarang a, b € Zn, maka:

a+b = (a+b)
a+b = (b+a)
a+b =b+a

Karena a+b = b+a untuk setiap a, b di Z,, maka Z, komutatif terhadap
penjumlahan

2. (Zn, x) memenuhi sifat assosiatif

Akan ditunjukkan Z, bersifat assosiatif terhadap operasi perkalian. Ambil
sembarang a, b, ¢ € Zn maka:

(ab)-c =(abc)
= (a- (bc)
=a- (b-c)

Karena (a-b)-c = a-(b-c) untuk setiap a, b, ¢ di Zn, maka Zn assosiatif terhadap
perkalian.

3. (Zn, %, +) memenuhi distributif

Akan ditunjukkan Z, bersifat distributif perkalian terhadap penjumlahan. Ambil
sembarang a, b, ¢ € Za maka:

a-(b+c) = (a-b) + (a-c)
dan
(a+b) -c = (a-c) + (bc)

Karena a-(b+c) = (ab) + (a-c) dan (a+b)-c = (a-c) + (b-c) untuk setiap a, b, c di
Zn, maka Z, memenuhi sifat distributive.

4. Terdapat unsur identitas pada operasi perkalian

Akan ditunjukkan Z, memiliki unsur identitas terhadap operasi perkalian. Ambil
sembarang a € Zn dan pilih 1 € Z,, maka:

ae=ea=a (identitas perkalian)
al=1la=a
l1=e

Karena 1 = e maka Z, memiliki unsur identitas terhadap perkalian yaitu 1, untuk
setiap a € Zn,

5. Komutatif terhadap operasi perkalian

Akan ditunjukkan Z, bersifat komutatif terhadap operasi perkalian. Ambil
sembarang a, b € Zn, maka:

ab = (ab)
ab=(b-a)
ab=Dba
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Karena a-b = b-a untuk setiap a, b di Z», maka Z» komutatif terhadap perkalian.

karena aksioma 1, 2 dan 3 terpenuhi, maka himpunan Z, untuk n bilangan asli
bersama dengan operasi + dan x adalah gelanggang, dan karena memenuhi aksioma 4 dan
5 makan Zn disebut gelanggang komutatif dengan unsur satuan.

B. Notasi Graf Bipartit Lengkap

Berdasarkan Definisi 1.7, untuk notasi graf bipartit lengkap diperoleh teorema
sebagai berikut.

Teorema 1.1
Km, n=— Kn, m
Bukti:

Graf dengan m sebagai jumlah himpunan simpul Vi1 dan n sebagai jumlah himpunan
simpul V2, memiliki bentuk graf yang sama dengan graf dengan n sebagai jumlah
himpunan simpul V1 dan m sebagai jumlah himpunan simpul V2. Artinya, G (V1, V2) =G
(V2, V).

C. Graf Pembagi Nol dari Gelanggang Zpq untuk p,q Bilangan Prima

Batasan gelanggang yang menjadi pembahasan dalam penelitian ini adalah
gelanggang Zpq untuk p = 2, 3, 5dan q = 2, 3, 5, 7. Berdasarkan Definisi 1.2 , unsur
pembagi nol dari gelanggang Zyq untuk p,q bilangan prima di definisikan sebagai: unsur
tak nol a e Zpq disebut pembagi nol jika terdapat unsur tak nol b e Zpq sedemikian
sehingga ab = 0. Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Zpq untuk p,q
baingan prima dinotasikan dengan Z(Zpq).

Kemudian berdasarkan Definisi 1.9, graf pembagi nol dari gelanggang Zpq untuk
p,q bilangan prima dapat didefinisikan sebagai: Zpq untuk p,q bilangan prima merupakan
gelanggang komutatif dengan elemen satuan dan pembagi nol nya adalah Z(Zpq). sebuah
graf pembagi nol I'(Z,q) adalah graf sederhana dengan simpul-simpulnya adalah anggota
pembagi nol dari suatu gelanggang komutatif tersebut. Kedua simpul misalkanadanb e
Z(Zpq) dikatakan terhubung jika dan hanya jika a-b = 0.

1) Graf Pembagi Nol dari Gelanggang Z»q denganq =2, 3,5, 7
a. Graf pembagi nol dari gelanggang Z»qdengan q = 2

Diketahui himpunan Zs = {0,1, 2, 3} bersama dengan operasi + dan x adalah
gelanggang. Pada gelanggang Zs memiliki 1 unsur pembagi nol yaitu 2 sedemikian
sehingga:

2:2=0
Jadi, graf pembagi nol dari gelanggang Zsadalah graf trivial, karena hanya memilik
satu simpul yaitu 2 dan tidak memiliki sisi.

b. Graf pembagi nol dari gelanggang Z»qdengan q = 3
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Diketahui himpunan Zs = {0, 1, 2, 3, 4, 5} bersama dengan operasi + dan x adalah
gelanggang. Pada gelanggang Zs memiliki 3 unsur pembagi nol yaitu 2, 3, 4 sedemikian
sehingga:

2:3=0
3:4=0
Jadi, graf pembagi nol dari gelanggang Zs adalah:

2

4

Gambar 4
Graf Pembagi Nol Gelanggang Zs

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Zes merupakan graf bipartit lengkap K2
karena simpul 3 terhubung langsung dengan simpul 2 dan 4.

c. Graf pembagi nol dari gelanggang Z>qdengan q =5

Diketahui himpunan Z10={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} bersama dengan operasi + dan
x adalah gelanggang. Pada gelanggang Zio memiliki 5 unsur pembagi nol yaitu 2,4,5,
6, 8 sedemikian sehingga:

QI O\ B NI
1
ol ol ol Ol

vl o1l ol vl

Jadi, graf pembagi nol dari gelanggang Zio adalah:

Gambar 5
Graf Pembagi Nol Gelanggang Zio

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Zio merupakan graf bipartit lengkap K14
karena simpul 5 terhubung langsung dengan simpul 2, 4, 6 dan 8.
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d. Graf pembagi nol gelanggang Z»qdengan q =7
Diketahui himpunan Zi4 = {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,11,12, 13} bersama
dengan operasi + dan x adalah gelanggang. Pada gelanggang Zis memiliki 7 unsur

pembagi nol yaitu 2, 4, 6, 7, 8, 10, 12 sedemikian sehingga:

H| v—x‘ QR N BN
o o T T

NS RS N

Il o o o o

0
0

Jadi, graf pembagi nol dari gelanggang Zi4 adalah:

2

7

AN

4 6 10 12

Gambar 6
Graf Pembagi Nol Gelanggang Zi4

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Zi4 merupakan graf bipartit lengkap K16

Berdasarkan bentuk graf Zas, Zs, Z10 dan Z14 di atas, dapat disimpulkan bahwa graf
pembagi nol gelaggang Z»quntuk q = 2, 3, 5, 7 adalah sebagai berikut:

Tabel 1

Graf Pembagi Nol Gelanggang Zaq
Gelaggang Zaq Bentuk Graf
q=2 Trivial
g=3 Bipartit lengkap Ki,2
g=>5 Bipartit lengkap K14
q=7 Bipartit lengkap K16
g = bilangan prima lainnya Bipartit lengkap Ki,g-1

Dengan melihat Tabel 1 didapatkan teorema sebagai berikut.
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Teorema 4.2

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z»q dengan q bilangan prima adalah bipartit
lengkap Kz, g-1untuk g # 2.

Bukti:

Diketahui himpunan Zxq = {0,1, 2, 3, ..., 2q — 1} dengan q bilangan prima bersama
operasi + dan operasi x merupakan gelanggang. Himpunan semua unsur pembagi nol
gelanggang Zoq adalah Z(Zzq) = {2,4, ..., 2q — 2, q}. Berdasarkan definisi dari graf
pembagi nol, maka diperoleh hubungan dari I'(Z2q) yaitu (2-ai) x g = 0 untuk dan a; =1,
2,3, ..., q — 1 € Zy. Artinya, hanya simpul g yang terhubung langsung dengan simpul
lainnya di Z(Z2q). Dengan demikian, graf I'(Z2q) adalah graf biparit lengkap K11 dengan
q sebagai titik pusat.

2) Graf Pembagi Nol dari Gelanggang Zsq denganq =2, 3,5, 7

a. Graf pembagi nol gelanggang Zsq dengan q = 2

Karena Zs2 = Zas, berdasarkan Teorema 2.1 dan Gambar maka bentuk graf pada
gelanggang Zz» memiliki bentuk graf bipartit lengkap K. karena simpul 2 dan
4 terhubung langsung dengan simpul 3 .

b. Graf pembagi nol gelanggang Zsqdengan q = 3

Diketahui himpunan Zy= {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, } bersama dengan operasi + dan x
adalah gelanggang. Pada gelanggang Ze memiliki 2 unsur pembagi nol yaitu 3 dan 6
sedemikian sehingga:

3:6=0
Jadi, graf pembagi nol dari gelanggang Zs adalah:

3

6

Gambar 7
Graf Pembagi Nol Gelanggang Zg

Bentuk graf pembagi nol gelanggang Zs adalah graf lengkap K> atau graf bipartit
lengkap K11 dengan simpul 3 dan simpul 6 saling terhubung.

c. Graf pembagi nol gelanggang Zsqdengan q =5

Diketahui himpunan Zis= {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,11,12,13, 14} bersama
dengan operasi + dan x adalah gelanggang. Pada gelanggang Zis memiliki 6 unsur

pembagi nol yaitu 3, 5, 6, 9, 10, 12 sedemikian sehingga:

-5=0

12-5=0

O

[S21lENe,
1
ol O

o W
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Jadi, graf pembagi nol dari gelanggang Z1s adalah:

9 12

Gambar 8
Graf Pembagi Nol Gelanggang Zis

Bentuk graf pembagi nol gelanggang Zis merupakan graf bipatit lengkap K 4 karena
terdapat simpul 5 dan 10 yang masing-masing terhubung langsung dengan simpul 3, 6,
9 dan 12.

d. Graf Pembagi Nol Gelanggang Zzq dengan q =7

7, 8, 9, 10,11,12,13, 14,
adalah gelanggang. Pada

Diketahui himpunan Zz1 = {0,1, 2, 3, 4, ,
X
,9,12, 14,15, 18 sedemikian

5, 6,
15,16,17, 18,19,20} bersama dengan operasi + dan
gelanggang Z21 memiliki 8 unsur pembagi nol yaitu 3, 6, 7,

sehingga:
3:7=0 3:14=0
6-7=0 6-14=0
9-7=0 9-14=0
12-7=0 12-14=0
15-7=0 15-14=0
18-7=0 18-14=0

Jadi, graf pembagi nol dari gelanggang Z.; adalah:

14

Gambar 9
Graf Pembagi Nol Gelanggang Z»

Bentuk graf pembagi nol geanggang Zz1 merupakan graf bipatit lengkap Kzg
karena terdapat simpul 7 dan 14 yang masing-masing terhubung langsung dengan simpul

3,6,9,12, 15 dan 18.
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Berdasarkan bentuk graf Zs, Zo, Z15 dan Z: di atas, dapat disimpulkan bahwa graf
pembagi nol gelaggang Zsq untuk q = 2, 3, 5, 7 adalah sebagai berikut:
Tabel 2
Graf Pembagi Nol Gelanggang Zsq

Gelaggang Zsq Bentuk Graf

q=2 Bipartit lengkap Ko,1

g=3 Lengkap K> atau Bipartit
lengkap K1

g=>5 Bipartit lengkap K24

q=7 Bipartit lengkap K26

g = bilangan prima lainnya Bipartit lengkap Kz,g-1

Dengan melihat Tabel 2 didapatkan teorema sebagai berikut.
Teorema 2.3

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Zsq dengan q bilangan prima adalah bipartit
lengkap Kz, g1 untuk g # 3.

Bukti:

Diketahui himpunan Zsq = {0,1, 2, 3, ..., 3q — 1} dengan q bilangan prima bersama
operasi + dan operasi x merupakan gelanggang. Himpunan semua unsur pembagi nol
gelanggang Zsq adalah Z(Zsq) = {3, 6, ..., 3q — 3, g, 2q}. Berdasarkan definisi dari graf
pembagi nol, maka diperoleh hubungan dari T'(Z2q) yaitu (3-a;) x g = 0 dan (3-a;) x 2q =
Ountukai= 1, 2,3, ...,q — 1€ Zsq. Artinya, simpul g dan 2q terhubung langsung dengan
semua simpul lainnya di Z(Zzq). Dengan demikian, graf I'(Zsq) adalah graf biparit lengkap
K2,g-1.

3) Graf Pembagi Nol dari Gelanggang Zsq denganq =2, 3,5, 7
a. Graf pembagi nol gelanggang Zsq dengan q = 2

Karena Zs2 = Z»s, berdasarkan Teorema 2.1 dan Gambar maka bentuk graf pada
gelanggang Zs2 memiliki bentuk graf bipartit lengkap Ka1 karena simpul 2, 4, 6 dan
8 terhubung langsung dengan simpul 5.

b. Graf pembagi nol gelanggang Zsq dengan q = 3

Karena Zs-3 = Zss, berdasarkan Teorema 2.1 dan Gambar maka bentuk graf pada
gelanggang Zs.s memiliki bentuk graf bipatit lengkap Ka,2 karena terdapat simpul 3, 6,
9 dan 12 yang masing-masing terhubung langsung dengan simpul 5 dan 10.

c. Graf pembagi nol gelanggang Zsq dengan g = 5

Diketahui himpunan Z»s = {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,11,12,13, 14,

15,16,17, 18,19,20, 21,22,23,24} bersama dengan operasi + dan X adalah
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gelanggang. Pada gelanggang Z21 memiliki 4 unsur pembagi nol yaitu 5, 10, 15 dan 2
sedemikian sehingga:

5-10=0 10-15=0
5-15=0 10:20=0
5-20=0 15-20=0

Jadi, graf pembagi nol dari gelanggang Z»s adalah:

4N
N

Gambar 10
Graf Pembagi Nol Gelanggang Zzs

__ Bentuk graf pembagi nol geanggang Zs merupakan graf lengkap Ka karena simpul
5,10, 15 dan 20 saling terhubung satu sama lain.

d. Graf pembagi nol gelanggang Zsqdengan q = 7

Diketahui himpunan Zss = {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,11,12,13, 14,

15,16,17, 18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34} bersama
dengan operasi + dan x adalah gelanggang. Pada gelanggang Zss memiliki 10 unsur

pembagi nol yaitu 5, 7, 10, 14, 15, 20, 21, 25, 28, 30 sedemikian sehingga:

5-7=0 5-21=0
10-7=0 10-21=0
15-7=0 15-21=0
20-7=0 20-21=0
25-7=0 25-21=0
30:7=0 30-21=0
5-14=0 5-28=0
10-14=0 10-28=0
15-14=0 15-28=0
20-14=0 20-28=0
25-14=0 25-28=0
30-14=0 30-28=0

Jadi, bentuk graf pembaginol dari gelanggag Zss adalah:
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Gambar 11
Graf Pembagi Nol Gelanggang Zss

Bentuk graf pembagi nol geanggang Zss merupakan graf bipatit lengkap Ka,¢ karena

terdapat simpul 7, 14, 21, 28 yang masing-masing terhubung langsung dengan simpul

Berdasarkan bentuk graf Zio, Z15, Z2s dan Zss di atas, dapat disimpulkan bahwa graf
pembagi nol gelaggang Zsq untuk q = 2, 3, 5, 7 adalah sebagai berikut:

Tabel 3
Graf Pembagi Nol Gelanggang Zsq

Gelaggang Zsq Bentuk Graf

q=2 Bipartit lengkap Ka1
q=3 Bipartit lengkap Ka 2
q=>5 Lengkap Kq

q=7 Bipartit lengkap Ka,g
g = bilangan prima lainnya Bipartit lengkap Kas,g-1

Dengan melihat Tabel didapatkan teorema sebagai berikut.
Teorema 2.4

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Zsq dengan q bilangan prima adalah bipartit
lengkap Ky, g1 untuk g #5.

Bukti:

Diketahui himpunan Zsq = {0,1, 2, 3, ..., 5q — 1} dengan q bilangan prima bersama
operasi + dan operasi x merupakan gelanggang. Himpunan semua unsur pembagi nol
gelanggang Zsqadalah Z(Zsq) = {5, 10, ..., 5q — 5, g, 2q, 3q, 4q }. Berdasarkan definisi
dari graf pembagi nol, maka diperoleh hubungan dari I'(Zsq) yaitu (5-ai) x g = 0, (5-aj) X
20 =0, (5-a) x3g=0dan (5-a) x4g=0untuk ai = 1, 2, 3, ..., g — 1 € Zsq. Artinya,
simpul g, 29, 3g dan 4q terhubung langsung dengan semua simpul lainnya di Z(Zsg).
Dengan demikian, graf I'(Zsq) adalah graf biparit lengkap Ka g-1.
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Berdasarkan Tabel 1 kita memperoleh teorema bahwa bentuk graf pembagi nol

dari gelanggnag bilangan bulat modulo 2gq adalah Ki g1 Berdasarkan Tabel

memperoleh teorema bahwa bentuk graf pembagi nol dari gelanggang bilangan bulat
modulo 3q adalah K> 4.1. Berdasarkan Tabel kita memperoleh teorema bahwa bentuk graf

pembagi nol dari gelanggang bilangan bulat modulo 5q adalah Ka,g-1.

Untuk itu, dengan menyatukan tabel graf pembagi nol dari gelanggang Zzq, Zaq
dan Zsq menjadi satu tabel baru, diperoleh tabel graf pembagi nol dari gelanggang Zpq

untuk p,q bilangan prima sebagai berikut:

Tabel 4

Graf Pembagi Nol Gelanggang Zpq

Gelanggang Zpq Bentuk Graf
q=2 Trivial
q=3 Bipartit lengkap Ki,2
p=2 q=5 Bipartit lengkap K14
q=7 Bipartit lengkap K16
q I:a?r::]a;agan prima Bipartit lengkap K1.q-1
q=2 Bipartit lengkap K21
_3 Lengkap K> atau Bipartit
9= lengkap K11
p= 3 . .
q=5 Bipartit lengkap K24
q=7 Bipartit lengkap K26
q I:a?r:lni?agan prima Bipartit lengkap Kzq1
q=2 Bipartit lengkap Ka,1
q=3 Bipartit lengkap Ka,2
p=5 q=5 Lengkap K4
q=7 Bipartit lengkap Ka
q Ta?r:lna;agan prima Bipartit lengkap Ka,g.1
P= q = bilangan prima
bilangan lainnva Bipartit lengkap Kp-1,41
prima lainnya y
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Dengan melihat Tabel di atas diperoleh teorema sebagai berikut:
Teorema 2.5

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Zpq untuk p,q bilangan prima adalah bipartit
lengkap Kp-1, g1 untuk p # g.

Bukti:

Diketahui himpunan Zyq = {0,1, 2, 3, ..., pq — 1} untuk p,q bilangan prima bersama
operasi + dan operasi x merupakan gelanggang. Himpunan semua unsur pembagi nol
gelanggang Zyqadalah Z(Zpq) = {p, 2p, ..., (9 — D)p, q, 2q ..., (p — 1)q,}. Berdasarkan
definisi dari graf pembagi nol, maka diperoleh hubungan dari I'(Zpq) yaitu (p-ai) x (q-bi)
=0untukai= 0,1,2,3,...,q—1€ Zgdan bi= 0,1, 2, 3, ..., p — 1 € Zpq. Derajat
simpul p-ai pada graf I'(Zyq) adalah g-1, karena ada g-1 simpul yang terhubung langsung
dengan simpul p-a;. Sementara itu, derajat simpul q-bi pada graf I'(Zpq) adalah p-1, karena
ada p-1 simpul yang terhubung langsung dengan simpul g-bi. Dengan demikian, graf
I'(Zpq) adalah graf biparit lengkap Kp-1,g-1.

4) Graf Pembagi Nol dari Gelanggang Zpq untuk p, g Bilangan Prima dan p=q

Berdasarakan Definisi 1.8, Teorema 1.1 danTabel , diperoleh:
Teorema 2.6

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Zpq untuk p, q bilangan prima dan p = g adalah
bipartit lengkap Kp-1..

Bukti:

Berdasarkan Definisi 1.8 diketahui graf lengkap Kn untuk n banyaknya simpul, dan
berdasarkan Teorema 1.1 diperoleh betuk graf pembagi nol gelanggang Z,: adalah graf
lengkap Kp-1 untuk p bilangan prima. Berdasarkan teorema 3.1 juga diketahui p?> = pp,
jika p = q maka berlaku p? = pg. Untuk itu, berlaku juga Z.y2 = Lpq. Dengan demikian,

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Zpq untuk p, g bilangan prima dan p = q adalah
bipartit lengkap Kp-1.

D. Jumlah Sisi Graf Pembagi Nol Gelanggang Zpq

Berdasarkan Definisi 1.7 dan Teorema 2.5 diperoleh:
Teorema 2.7

Graf pembagi nol gelanggang Zpq untuk p, g bilangan prima dan p # ¢ memiliki jumlah
sisi (p-1) x (g-1).
Bukti:

Diketahui bentuk graf pembagi nol gelanggang Zyq dari Teorema 2.5 adalah graf bipartit
lengkap Kp-1,4-1, berdasarkan Definisi 1.7 maka jumlah sisi graf pembagi nol gelanggang
Zpq untuk p, q bilangan prima dan p # g adalah (p-1) % (g-1).
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E. Jumlah Simpul Graf Pembagi Nol Gelanggang Zpq

Berdasarkan definisi 1.7 dan teorema 2.5 diperoleh:
Teorema 2.8

Graf pembagi nol gelanggang Zpq untuk p, g bilangan prima dan p # ¢ memiliki jumlah
simpul (p-1) + (g-1).
Bukti:

Berdasarkan Definisi 1.7, jika m merupakan jumlah simpul di V1 dan n merupakan jumlah
simpul di V2 pada graf bipartit lengkap Kmn, maka jumlah simpul pada graf bipartit
lengkap Kmnadalah m + n. Dengan demikian, berdasarkan Teorema 2.5, jumlah simpul
graf pembagi nol gelanggang Zpq untuk p, g bilangan prima dan p # ¢ adalah (p-1) + (g-
1).

F. Jumlah Derajat Seluruh Simpul Graf Pembagi Nol Gelanggang Zpq

Berdasarkan Lemma 1.1 dan Teorema 2.7 diperoleh:
Teorema 2.9

Graf pembagi nol gelanggang Zpq untuk p, g bilangan prima dan p # ¢ memiliki jumlah
derajat seluruh simpul 2((p-1) % (g-1)).

Bukti:

Diketahui dari Teorema 2.7 jumlah sisi sisi graf pembagi nol gelanggang Zpq untuk p, q
bilangan prima dan p # ¢ adalah (p-1) x (g-1). Berdasarkan Lemma 1.1, diperoleh jumlah
jumlah derajat seluruh simpul graf pembagi nol gelanggang Zpq untuk p, q bilangan prima
dan p # g adalah 2((p-1) % (g-1)).

3. PENUTUP
A. Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan pada Bab 1V, diperoleh kesimpulan-kesimpulan
sebagai berikut:

1. Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Zpq untuk p,q bilangan prima adalah
bipartit lengkap Kp-1, -1 untuk p # g.

2. Graf pembagi nol gelanggang Zpq untuk p, q bilangan prima dan p # ¢ memiliki
jumlah sisi (p-1) x (g-1).

3. Graf pembagi nol gelanggang Zpq untuk p, g bilangan prima dan p # ¢ memiliki
jumlah simpul (p-1) + (g-1).

4. Graf pembagi nol gelanggang Zpq untuk p, g bilangan prima dan p # ¢ memiliki
jumlah derajat seluruh simpul 2((p-1) % (g-1)).
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B. Saran

Dalam penulisan penelitian ini hanya terbatas pada jenis gelangang yang diteliti,
yaitu gelanggang Zpq. Oleh karena itu, penulis memberikan saran kepada pembaca untuk
meneliti pola graf dari jenis gelanggang yang lain. Selain itu, masih ada banyak yang
perlu di eksplorasi dari pola suatu graf seperti girth, jarak eksentrisitas, radius, diameter
dan sebagainya. Oleh karena itu, penulis juga memiliki saran kepada pembaca untuk
meneliti hal tersebut terhadap graf pembagi nol dari suatu gelanggang.
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